
Непрерывные функции

1. Найдите количество корней многочлена
𝑛∑︀

𝑖=1
(𝑥− 1)(𝑥− 2) . . . (𝑥− 𝑖+ 1)(𝑥− 𝑖− 1) . . . (𝑥− 𝑛).

2. Пусть 𝑓 : [0, 1] → R – непрерывная функция такая,

что 𝑓(0) = 𝑓(1). Докажите, что для произвольного на-
турального числа 𝑛 существует такое действительное

число 𝑥 ∈ [0, 1− 1/𝑛], что 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 1/𝑛).
3. Дана функция 𝑓 : R → R такая, что при любом 𝑎>1
функция 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑎𝑥) непрерывна на всей числовой

прямой. Докажите, что 𝑓 также непрерывна.

4. Непрерывная функция 𝑓 : R → R принимает значе-

ния разных знаков. Докажите, что найдётся арифме-

тическая прогрессия 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥100 такая, что
𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2) + . . .+ 𝑓(𝑥100) = 0.

5. Может ли непрерывная функция принимать каж-

дое действительное значение ровно a) 2; b) 3 раза?
6. На плоскости отмечены точки 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 и 𝐵1,

𝐵2, . . . , 𝐵𝑛. Оказалось, что для любой точки 𝑃 плос-

кости сумма расстояний от точки 𝑃 до точек 𝐴1, 𝐴2,

. . . , 𝐴𝑛 не равна сумме расстояний от точки 𝑃 до точек

𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛. Докажите, что центры масс наборов

точек 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 и 𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛 совпадают.

7. Дана непрерывная на окружности 𝐶 функция 𝑓 .
Докажите, что найдётся пара диаметрально противо-

положных точек 𝐴 и 𝐵 ∈ 𝐶 таких, что 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐵).
8. Дана непрерывная на сфере 𝑆 функция 𝑓 . Докажи-
те, что найдётся такое значение 𝑦, которое 𝑓 принима-

ет на каждой большой окружности сферы 𝑆.
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Функциональные уравнения

1. Найдите все непрерывные функции 𝑓 : R → R та-

кие, что 𝑓(𝑦)− 𝑓(𝑥) ∈ Q, если и только если 𝑦−𝑥 ∈ Q.
2. Найдите все непрерывные функции 𝑓 : R → R та-

кие, что 𝑓(2𝑥)− 𝑓(𝑥) = 𝑥 для любого 𝑥 ∈ R.
3. Найдите все непрерывные функции 𝑓 : R → R та-

кие, что для любых 𝑥, 𝑦 ∈ R выполнено равенство

a) 𝑓(𝑥+ 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦); b) 𝑓(𝑥+ 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦);
c) 𝑓(𝑥+ 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) + 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦).
4. Найдите все непрерывные функции 𝑓 : (−1, 1) → R

такие, что 𝑓

(︂
𝑥+ 𝑦

1 + 𝑥𝑦

)︂
= 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ (−1, 1).

5. Найдите все непрерывные функции 𝑓 : R → R та-

кие, что для любых 𝑥, 𝑦 ∈ R выполнено равенство

a) 𝑓(𝑥+ 𝑦) + 𝑓(𝑥− 𝑦) = 2
(︀
𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)

)︀
;

b) 𝑓2(𝑥)𝑓2(𝑦)=𝑓(𝑥− 𝑦)𝑓(𝑥+ 𝑦).
6. Существует ли непрерывная функция 𝑓 : R → R
такая, что для любого 𝑥 ∈ R справедливо равенство

a) 𝑓
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
=−𝑥; b) 𝑓

(︀
𝑓(𝑥)

)︀
=cos2(𝑥)?

7. Непрерывная функция 𝑓 : R>0 → R такова, что для

любого 𝑥 > 0 выполнено равенство 𝑓(𝑥)𝑓
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
= 1.

Найдите 𝑓(1000), если 𝑓(2001) = 2000.
8. Найдите все непрерывные функции 𝑓 : [0, 1] → [0, 1]
такие, что 𝑓(0)=0, 𝑓(1)=1, 𝑓

(︀
𝑓(𝑓(𝑥))

)︀
=𝑥, ∀𝑥 ∈ [0, 1].

9. Дана непрерывная функция 𝑓 : [−1, 1] → R такая,

что 𝑓(2𝑥2 − 1) = 2𝑥𝑓(𝑥) для любого 𝑥 ∈ [−1, 1]. Дока-
жите, что функция 𝑓 тождественно равна нулю.

10. Найдите все непрерывные функции 𝑓 : R → R та-

кие, что 𝑓(𝑥+
√
2) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥+1) для любого 𝑥 ∈ R.
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